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wOkoniczono$é  jest pozywieniem matematyksi,
nieskonczono$cé - tlenem.”

LW matematyce - chodzimy na skroty przez nie-
skonczonosé.”

»Nieskornczonosé jest rownikiem pomiedzy skon-
czonymi biequnami zalozenia i tezy.”

»Do najistotniejszych pojeé¢ matematyki nalezg
mosty tgczgce skoriczonosé i nieskoriczono$é.”

1 Wstep

Lezaca cyfra osiem, lemniskata oo, dobrze wszystkim znany symbol nieskori-
czono$ci. Czasami z plusem, czasami z minusem, innym razem samotnie,
ale zawsze od poczatku do konca, od zera do kranca wszystkiego... Poje-
cie nieskoriczonosci pojawia sie w wielu dziedzinach. Swiat fizyki zastanawia
sie czy Wszech$wiat jest nieskonczony? Czy istnieje nieskonczonosé¢ w mi-
kroskali? Czy materi¢ mozna dzieli¢ na coraz mniejsze czesci, powtarzajac
czynnoéé bez konca? Swiat werbalny przedstawia nieskoriczonoéé jako grani-
ce, jako zjawisko cykliczne, jako abstrakcje. Bosko$¢ wraz z wieczno$cig silnie
wiaza sie z nieskorniczonoscig dla $wiata duchowego. Nawet w Swiecie kom-
puteréw prosty btad programisty moze doprowadzi¢ do nieskonczonej petli.
Wiele mozliwosci interpretacji, wiele typéw nieskonczonosci, a swiat mate-
matyki dostarcza kolejnych... Ponizszy tekst przedstawia wprowadzenie do
pojecia nieskonczonosci w matematyce.
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2 O nieskonczonos$é potencjalnej i nieskon-
czonosci aktualnej

Pojecie nieskonczonos$ci w matematyce pojawito sie w czasach starozytnych.
Juz wtedy zauwazono, ze prowadzi ono do wielu paradokséw. W efekcie po-
wstaly dwa zasadnicze podejscia do rozumienia nieskonczonosci okreslane
mianem nieskonczonos$ci potencjalnej i nieskonczonosci aktualnej. O nieskon-
czonosci potencjalnej mowimy wtedy, gdy stwierdzamy, ze zawsze mozemy
wykona¢ kolejny krok, kolejng iteracje, niezaleznie od punktu, w ktérym roz-
wazany problem znajduje sie obecnie. Uczen otrzymuje zadanie wypowiedze-
nia liczby wigkszej niz ta, podana przez nauczyciela. Po kilku probach dowo-
dzi, ze zawsze jest w stanie spetni¢ zadanie swojego opiekuna. W ten sposob
uczy sie rozpoznawaé nieskonczonosé potencjalng. Podobnie o nieskonczo-
nosci potencjalnej Swiadczy wiedza, ze do danej skonczonej kolekcji zawsze
mozemy doda¢ nowy element. Przyktadem kolekcji moze by¢ pewien skon-
czony zbior liczb parzystych. Oczywiste jest, ze mozliwe jest jego rozszerzenie
o kolejng liczbe parzysta, ktora wezesniej sie w nim nie znajdowata. Gdy jed-
nak patrzymy na wszystkie liczby parzyste cato$ciowo, na ich nieskoniczong
liczbe, to mamy do czynienia z nieskonczono$cia aktualng. Nieskonczonosé
aktualna to réwniez caty zbior liczby naturalnych lub rzeczywistych czy tez
cato$¢ zbioru punktéw w przestrzeni. Starozytni uwazali, ze umyst ludzki
nie jest w stanie ogarnaé¢ nieskonczonosci aktualnej, ze nie mozna tego, co
nieograniczone, studiowa¢ metodami ograniczonymi, i ze bada¢ mozna tyl-
ko nieskonczono$é¢ potencjalng. Kolejnym Zrédtem niecheci matematykow do
przyjecia istnienia nieskonczonosci aktualnej byt lek przed paradoksami z nig
zwigzanymi.

2.1 Paradoksy

Paradoks Zenona z Elei*: Achilles i z6tw - Achilles potrafi biega¢ dwukrotnie
szybciej od zétwia, na starcie pozwala mu oddali¢ si¢ o % dystansu. Startuja
w tym samym momencie. Kiedy Achilles dobiega % dystansu zotw jest juz w
% = % + % : % dystansu. Gdy Achilles dobiegnie do % + i = % dystansu, z6t
znowu mu ucieknie pokonujac % + % . i = % dystansu. Gdy Achilles dotrze w
to miejsce, zotw ponownie oddali sie o % dystansu, i tak w nieskonczonosé.
Whiosek - Achilles nigdy nie przegoni zétwia, mimo ze biegnie od niego dwa
razy szybciej.

1Zenon z Elei - (ok. 490 - 430 p.n.e) filozof grecki, uczen Parmenidesa, nalezal do szkoty
eleatéw (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).
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Paradoks Proklosa®: ,Srednica dzieli kolo na dwie réwne czesci. Jezeli jednak
za pomocq jednej Srednicy powstajg dwa potkola v jezeli przeprowadzic przez
srodek nieskonczenie wiele srednic, to okaze sie, Ze potkoli bedzie dwa razy
wiecej niz nieskonczenie wiele.” Tak Proklos w komentarzu do I ksiegi , Ele-
mentéw” Euklidesa?, zauwazyl ze zbiér nieskoniczony moze mieé tyle samo
elementow co jego czesé. Czy dwa razy nieskonczonos$é rowna sie nieskonczo-
nos¢?

Paradoks Galileusza*: w dziele ,Discori” Galileusz zauwaza, ze liczb kwadra-
towych postaci 1,4,9, 16, ... jest tyle samo co liczb naturalnych 1,2, 3,4, ...,
co przeczyto intuicji, ktéra moéwita, ze cze$¢ musi by¢ mniejsza od catosci.

Paradoks Hilberta®: Hotel Hilberta wyobrazmy sobie portiera w Grand Hote-
lu, w ktorym jest nieskonczona liczba pokoi. Hotel jest pelny, nie ma wolnych
miejsc. Przychodzi do hotelu kolejny klient chcacy wynajaé¢ pokdj. Okazuje
sie, ze sytuacja portiera nie jest bez wyjscia i nie musi odprawic¢ klienta z
kwitkiem. Portier wykonuje sprytny trik. Klienta z pokoju numer 1 przenosi
do pokoju nr 2, tego z pokoju nr 2 do pokoju nr 3, ogélnie klienta z pokoju o

2Proklos zwany diadochem - (412 - 485) filozof grecki, uczein Plutarcha i Syrianosa,
objal kierownictwo platonskiej Akademii po Domninosie (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).

3Euklides - (okolo 365 - 300 p.n.e.) matematyk grecki pochodzacy z Aten, przez wigk-
szos¢ zycia dzialajacy w Aleksandrii. Autor pierwszych prac teoretycznych z matematyki,
zaréwno w dziedzinie geometrii, jak i w teorii liczb, jako pierwszy podal aksjomatyczne
ujecia geometrii (zr6dlo nttp://pl.wikipedia.org/).

4Galileusz - (1564 - 1642) wloski astronom, astrolog, fizyk i filozof, twérca podstaw
nowozytnej fizyki (Zrédlo http://pl.wikipedia.org/).

®David Hilbert - (1862 - 1943) wybitny matematyk niemiecki, ajmowal si¢ algebra-
iczna teoria liczb, teoria réwnan catkowych, zagadnieniami rachunku wariacyjnego, pod-
stawami geometrii i logiki matematycznej oraz problemami fizyki matematycznej (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).
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numerze n portier przekwaterowuje do pokoju n + 1. W ten sposéb kazdy z
dotychczasowych gosci zostanie przekierowany, a kolejny klient otrzyma wol-
ny juz pokdj o numerze 1.

Paradoksy sumy nieskonczonej: paradokséw dotyczacych sum nieskonczo-
nych powstato bardzo wiele. Sytuacja zostata uporzadkowana przez teorie
szeregdw liczbowych zainicjowang przez Newtona® i uzupetniong przez Cau-
chyego” definicja sumy szeregu liczbowego.

Czy zero réwne jest jednosci?
0=0+0+0+...4+0+...

0o=1-H+1-1)+(1-1)+...+(1—-1)+...
0=1-14+1-141—-14...+1—-1+...
O=1+(-14+1)+(-1+D)+...+(-1+1)+...=1
0=1
Kolejny przyktad to:

s=1—-141—-1+41—-1+...+1—1+...
s=1-(1—-141-1+4+1—-14...41-14+..)=1—5
1
§==
2

Zatem 0 = % !

Lek przed paradoksami zwigzanymi z nieskonczonoscig trwat az do drugiej
potowy XIX wieku. W latach siedemdziesigtych XIX wieku Georg Cantor®

SIsaac Newton - (1643 - 1727) angielski fizyk, matematyk, astronom, filozof, historyk,
badacz Biblii i alchemik. Odkryt prawo powszechnego ciazenia, a takze prawa ruchu lezace
u podstaw mechaniki klasycznej. Niezaleznie od Gottfrieda Leibniza przyczynil si¢ do
rozwoju rachunku rézniczkowego i catkowego (Zrédlo http://pl.wikipedia.org/).

"Augustin Louis Cauchy - (1789 - 1857) francuski matematyk. Zapoczatkowal pro-
jekt postulujacy i przedkladajacy dowody twierdzen analizy matematycznej w Scistej
formalnej postaci. Zawdzieczamy mu réwniez kilka waznych twierdzen analizy zespo-
lonej oraz zapoczatkowanie studiéw nad grupami permutacyjnymi. Swa doglebnoscia
oraz precyzja Cauchy wywart wielki wplyw na metodologie pracy éwczesnych matema-
tykéw oraz ich nowoczesnych nastepcéow. Tworca precyzyjnego pojecia granicy (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).

8Georg Cantor - (1845 - 1918) niemiecki matematy, twérca podstaw teorii mnogosci
(Z’rédlo http://pl.wikipedia.org/).
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rozpoczat prace badawcze nad zbiorami ztozonymi z absolutnie dowolnych
elementéw. Nie zajmowano si¢ wczesniej tak ogdlnymi tworami, a pomyst
na analizowanie tak ogdlnych zbioréw powstal pod wptywem jego prac nad
zbieznoscig pewnych szeregow. Efektem badan byto opublikowanie w latach
1874-1897 podstaw teorii mnogosci, zwanej tez teoria zbioréw. Mozna powie-
dzie¢, ze Cantor przetamat strach przed badaniem nieskonczonosci aktualnej
i ze jego rezultaty wstrzasnelty éwczesng matematyka.

3 O teorii mnogosci

W dzisiejszych czasach kazdy matematyk w sposéb naturalny postuguje sie
takimi terminami jak zbior, funkcja czy relacja. Sa to podstawowe pojecia
teorii mnogosci, dziedziny, ktora przenikneta praktycznie cata matematyke.
Bardzo czesto wyktad z teorii mnogosci i logiki okreslany jest rowniez wste-
pem do matematyki lub podstawami matematyki.

3.1 Aksjomatyka teorii mnogosci

Do dalszego rozumienia tekstu nie jest konieczne doktadne poznanie poda-
nych nizej aksjomatow i poje¢. Mozliwe jest pominiecie czesci sekcji 3, bez
utraty wartos$ci popularno-naukowej catosci wyktadu. Autor uznat jednak za
zasadne przedstawienie gléwnych zatozen teorii. Zwracamy uwage, ze defini-
cje beda oparte na intuicji celem nie zniechecania czytelnika nie zwigzanego
bezposrednio z matematyka.

Przed postawieniem formalnych aksjomatow teorii mnogosci przyjmujemy
jako pojecia pierwotne® pojecie zbioru oraz relacje przynaleznoéci elementu
do zbioru, tj. relacje z € A.

9Pojecie pierwotne — obiekt w teorii sformalizowanej, o ktérym méwi ona w swych
aksjomatach, konstruujac wypowiedzi (twierdzenia) zgodnie z przyjetymi w tej teorii re-
gulami wnioskowania. Pojecia pierwotnego nie definiuje sie jezykiem teorii, tylko podaje
sie definicje znaczeniows; przez podanie informacji (lub wymagan) o relacjach, w ktérych
wystepuje (Z’rédlo http://pl.wikipedia. org/).
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L.

IT.

III.

IV.

AKSJOMAT JEDNOZNACZNOSCI. Jezeli zbiory A i B maja te same ele-
menty, to A i B sa identyczne.

Przyktad: jezeli A = {a,b,c} oraz B = {a,b,c} to konsekwencjq aksjo-
matu jednoznacznosci jest rowno$é zbiorow A i B.

AKSJOMAT suMY. Dla dowolnych zbioréw A i B istnieje zbior, ktorego
elementami sa wszystkie elementy zbioru A i wszystkie elementy zbioru
B i ktéry zadnych innych elementéw nie zawiera.

Przyklad: jezeli A = {a,b,c} oraz B = {b,c,d,e} to konsekwencjqg
aksjomatu sumy jest istnienie zbioru AU B = {a,b,c,d, e}. Dodatkowo
waznym nastepstwem aksjomatu jednoznacznosci jest jednoznacznosc
dziatan, to znaczy dla danych zbioréw A i B istnieje tylko jeden zbior
spetniajgcy aksjomat sumy, co uzasadnia uzycie symbolu AU B.

AKSJOMAT ROZNICY. Dla dowolnych zbioréw A i B istnieje zbidr, kté-
rego elementami sg te i tylko te elementy zbioru A, ktére nie sg ele-
mentami zbioru B.

Przyktad: jezeli A = {a,b,c} oraz B = {c,d,e} to konsekwencjg ak-
sjomatu réznicy jest istnienie zbioru A\ B = {a,b}. Podobnie jak
w przypadku aksjomatu sumy waznym nastepstwem aksjomatu jedno-
znacznosci jest jednoznacznosé dziatan, to znaczy dla danych zbiorow
A i B istnieje tylko jeden zbior spetniajgcy aksjomat roznicy, co uza-
sadnia uzycie symbolu A\ B.

AKSJOMAT ISTNIENIA. Istnieje co najmniej jeden zbior.

Zagwarantowanie istnienia chocby jednego zbioru wprawia system ak-
sjomatow w ,ruch”. Rowniez istnienie zbioru pustego jest konsekwencjg
postawionych zalozen. Mianowicie wystarczy zdefiniowaé ) = A\ A.
Zauwazmy ponadto, ze nie ma potrzeby przyjmowania aksjomatu o ist-
nieniu iloczynu (czesci wspolnej A N B zbiorow A i B)- iloczyn moze
byé wyrazony roznicg AN B = A\ (A\ B), co intuicyjnie potwierdza
ponizszy rysunek.
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Powyzsze 4 aksjomaty sg wystarczajace do badania podstawowych wta-
snosci zbioréow, szczegdlnie w przypadkach zbiorow o skonczonej liczbie
elementow. Szerszy obraz podstaw teorii uzyskamy po podaniu kolej-
nych 3.

V. AKSJOMATY WYROZNIANIA. Dla kazdej funkcji zdaniowej p(z) i dla
kazdego zbioru A istnieje zbior ztozony z tych i tylko tych elementéw
zbioru A, ktére spetniaja te funkcje zdaniows.

Pojecie zdania (ogdlnie rachunku zdan) wywodzi sie z logiki matema-
tycznej. Rachunek zdan stosuje sie do zdan, ktére posiadajqg jedng z
dwdch wartosci logicznych 0 (falsz) lub 1 (prawda). Przyklad prawdzi-
wego zdania to ,1 < 27, natomiast zdaniem falszywym jest 5 = 107.
Aby wprowadzi¢ pojecie funkcyi zdaniowej konieczne jest ustalenie pew-
nego zbioru X . Niech p(z) bedzie wyrazeniem, ktdre staje sie zdaniem,
gdy w miejsce zmiennej x wstawimy dowolng jej wartos$é ze zbioru X
(2bidr X jest zakresem wartosci zmiennej ). Tak zdefiniowane wyra-
zanie nazywamy funkcjq zdaniowqg. Np funkcja zdaniowa ,x < 07 dla
zakresu X = R (zbior liczb rzeczywistych) generuje zdania prawdziwe
dla x rzeczywistych ujemnych (< 0) oraz zdania falszywe dla x rzeczy-
wistych dodatnich i 0 (> 0). W odniesieniu do powyzszego przykladu
istnienie zbioru liczb rzeczywistych ujemnych jest skutkiem aksjomatu

V.

VI. AKSJOMAT ZBIORU POTEGOWEGO. Dla kazdego zbioru A istnieje zbior,
ktérego elementami sg wszystkie podzbiory zbioru A.

Przyktad: rozwazmy podzbiory 3-elementowego zbioru A = {a,b, c}

1. {a}

2. {b}

3. {c}

4. {a,b}

5. {a,c}

6. {b,c}

7. {a,b,c} (kazdy ze zbioréw jest zarazem wlasnym podzbiorem)
8. () (zbidr pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru)

Wypisalismy 8 = 23 podzbioréw zbioru A. W ogélnosci zbiér n-elementowy
posiada doktadnie 2" podzbiorow. Konsekwencjq aksjomatu VI jest ist-
nienie zbioru 24 wszystkich podzbioréw zbioru A

24 = {{a}.{b}.{c}, {a. b}, {a, c}, {a.b,c}. 0}
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ktory z analogi do ich liczby oznacza sie symbolem 24 i nazywa zbio-
rem potegowym. Czasami zbiory, ktorych elementy sq rowniez zbioramsi
nazywamy rodzinami zbiorow.

VII. AKSJOMAT WYBORU. Dla kazdej rodziny R zbioréw niepustych i roz-
tacznych istnieje zbior, do ktorego nalezy doktadnie po jednym elemen-
cie kazdego ze zbiorow rodziny ‘R.

Aksjomat wyboru nazywany jest czesto pewnikiem wyboru. Zbior, ktore-
go istnienie zakiadamy na podstawie pewnika wyboru nazywamy selek-
torem. Aksjomat wyboru jest trywialny 1 wynika z innych aksjomatow,
jesli zastosowac go do skonczonych rodzin zbiorow. Dla nieskoriczonych
rodzin zbioréw wydaje sie rowniez intuicyjny, lecz jego nastepstwa oka-
zaty sie zaskakujgce dla matematyki. Najlepszym przyktadem jest pa-
radoks Banacha-Tarskiego, gdzie korzystajoc z pewnika wyboru Stefan
Banach'® i Alfred Tarski*' udowodnili twierdzenie o paradoksalnym roz-
ktadzie kuli. Wykazali oni w 1924 roku, Ze w przestrzeni euklidesowej
R3 mozina zwykle tréjwymiarowq kule ,rozcigé” na skoriczong liczbe
czesci, a nastepnie uzywajec wylgcznie obrotow i translacji ztozyé dwie
kule o takich samych promieniach jak promien kuli wyjsciowej. W swym
dowodzie wykorzystali jednak inne ,0sobliwe” zbiory, ktore nie sq mie-
rzalne'? w sensie Lebesque’a'.

Zaznaczmy, ze rozwazajac uktad aksjomatow I-IV uzupetniony aksjomatami
V-VII mozliwe jest pominigcie niektérych z nich [1].

3.2 Pojecie relacji i funkcji

Do formalnego podania definicji relacji oraz funkcji niezbedne jest wpro-
wadzenie par uporzgdkowanych oraz iloczynow kartezjanskich zbiorow. W
ponizszym tekscie skupimy sie jedynie na intuicji tych pojec, a zainteresowa-
nego czytelnika odsytamy do specjalistycznej lektury.

10Stefan Banach - (1892 - 1945) polski matematyk, jeden z czolowych przedsta-
wicieli lwowskiej szkoly matematycznej, twérca podstaw analizy funkcjonalnej (Zrédio
http://pl.wikipedia.org/).

1 Alfred Tarski - (1901 - 1983) polski matematyk i filozof, jeden z najwybitniejszych
logikéw wszech czaséw (Zrddlo nttp://pl.wikipedia.org/).

12Teoria miary — dziedzina matematyki zajmujaca sie bardzo szeroko pojetymi wtia-
snoSciami miary, czyli usystematyzowanego spojrzenia na zagadnienia dtugosci, pola po-
wierzchni czy objetosci (Zr6dio nttp://pl.wikipedia.org/).

13Henri Lebesgue - (1875 - 1941) francuski matematyk. Twoérca nowoczesnego ujecia
teorii miary i calki, zwanej na jego cze$¢ catka Lebesgue’a (zr6dlo nttp://pl.wikipedia.org/).
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Relacja ogoélnie wyraza zaleznos¢ pomiedzy dwoma badz wieksza liczba ele-
mentow (przedmiotéw, cech, obiektéw). My zajmiemy sie jedynie relacjamsi
dwuargumentowymsi w matematyce, czyli zaleznosciami pomiedzy dwoma ele-
mentami. W tym celu ustalamy dwa zbiory X i Y oraz dwa elementy nalezace
do tych zbioréw x € X iy € Y. Jezeli elementy z i y sa ze soba w zaleznosci
(oznaczmy ja przez R) to méwimy, ze x oraz y sa w relacji dwuargumento-
wej R, co zapisujemy xRy. Przyktadem relacji dwuargumentowej jest relacja
mniejszosci x < y dla naturalnych z oraz y (z € N, y € N); 2 jest w relacji
mniejszosci z 3, co zapisujemy 2 < 3, podobnie 0 jest w relacji mniejszosci
z 1 co zapisujemy 0 < 1. Ogdlnie jezeli x jest mniejsze od y to x jest w re-
lacji mniejszosci z y (x < y). Zauwazmy, ze w przypadku relacji mniejszosci
dla ustalonego z (przyktadowo 2) istnieje wiecej niz jeden element y, bedacy
w relacji z x (np.: 2 < 3,2 < 4, 2 < 5, ...). Podobnie dla ustalonego y
(przyktadowo 10) istnieje wiecej niz jeden element x, bedacy w relacji z y
(np.: 2 < 10, 3 < 10, 4 < 10, ...). Ponadto zwracamy uwage, ze jezeli = jest
w relacji z y (xRy) to nie musi zachodzi¢ symetria (przemiennoscé), tzn nie
musi by¢ prawda, ze y jest w relacji z  (yRx). Ponownie dobra ilustracja
jest relacja mniejszosci, jezeli 2 jest w relacji mniejszosci z 3 (2 < 3) to nie-
prawda jest, ze 3 jest w relacji mniejszosci z 2 (3 nie jest mniejsze od 2).
Relacja symetryczng jest relacja réownosci, tzn. z faktu, ze x = y wynika,
ze y = x. Relacja réwnosci jest dodatkowo zwrotna, tzn. zawsze z jest w
relacji réwnosci z z, co zapisujemy z = x. Ogodlnie méwimy, ze relacja R
jest zwrotna jezeli dla kazdego x zachodzi xRx. Przyktadem relacji, ktora
nie jest zwrotna jest relacja mniejszosci, gdzie dla dowolnego x nieprawda
jest, ze x < x. Relacje nieréwnosci oraz réwnosci posiadaja bardzo ciekawa
wlasnos$¢ nazywang przechodnioscig relacji. Méwimy, ze relacja R jest prze-
chodnia jezeli dla dowolnych x,y, z z faktu, ze xRy i yRz wynika, ze xRz.
Latwo zauwazy¢, ze dla relacji mniejszosci, jezelix <yiy < ztoxr <y < z,
a tym samym x < z. Podobnie dla relacji rownosci, jezeli x = y oraz y = z
to zachodzi x = y = z, a w konsekwencji relacja elementéw = = 2.

Definicja 1 Relacja, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywa-
na jest relacje rownowaznosci.

Jest to bardzo wazna klasa relacji. Relacja rownosci spelnia warunki relacji
rOéWnowaznosci.

Funkcja jest szczegdlnym przypadkiem relacji. Kazda funkcja jest relacja, ale
nie kazda relacja jest funkcja. Kiedy piszemy funkcje y = f(z) méwimy o re-
lacji elementow = € X oraz f(x) € Y. Zauwazmy, ze drugi argument relacji
bedacej funkcja jest jednoznacznie wyznaczony przez argument pierwszy .



3.2 Pojecie relacji i funkcji

Mowigc bardziej precyzyjnie - ustalony element x € X jest w relacji z jed-
nym i tylko jednym elementem y € Y (y = f(x)). Ten wlasnie warunek czyni
funkcje szczegbdlnym przypadkiem relacji.

Definicja 2 Niech dane bedg dwa zbiory X i Y. Przez funkcje, ktorej ar-
gumenty przebiegajq zbior X, a wartosci nalezg do Y, rozumiemy przypo-
rzgdkowanie kazdemu argumentowi x ze zbioru X dokladnie jednej warto$ci
y ze zboru Y, co oznaczamy f : X — Y. Wartosé¢ funkcji f : X — Y dla
argumentu x € X oznaczamy przez f(x).

Przyktadéw funkcji mozna podaé bardzo wiele, dla f : R — R np. f(z) = 2z,
f@) =22, f(z) = sin(z).

Definicja 3 Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest rozZnowartosciowa (iniek-
cja, jednoznaczna, ,1-17) jezeli z réunosdci f(x1) = f(x2) wynika, Ze x1 = .

Funkcja zaprezentowana na ponizszym obrazku nie jest réznowarto$ciowa
poniewaz ys = f(z3) = f(z4) a x5 # 24.

y1=f(x1)

y2=f(x2)

y3=f(x3)

y3=f(x4)

Funkcja réznowartosciowa nie przyjmuje dwukrotnie tej samej wartosci.

Definicja 4 Mowimy, Ze funkcja f : X — Y jest ,na” (surjekcja) jezeli dla
kazdego y € Y istnieje taki argument x € X, Ze y = f(x).
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3.2 Pojecie relacji i funkcji

Funkcja przedstawiona na ponizszym obrazku nie jest ,na”, gdyz dla ele-
mentu y, € Y nie istnieje argument w zbiorze X.

y1l=f(x1)

y2=f(x2)

Gdy funkcja f : X — Y jest ,na” to moéwimy, ze funkcja f przeksztatca
zbior X na zbiér Y. Jedna z najwazniejszych klas funkcji sa funkcje, ktoére
posiadaja obie omowione wtasnosci. Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcjg
jezeli jest roznowartosciowa i ,na”. Przyktad bijekcji przedstawia rysunek
ponizej.

Zauwazmy, ze bijekcja wprowadza wzajemng jednoznaczno$é¢. Elementowi
xr1 € X odpowiada doktadnie jeden element y; € Y i na odwrét, elementowi
y1 € Y odpowiada doktadnie jeden element xy € X. Latwo zauwazy¢, ze dla
bijekcji f : X — Y istnieje odwzorowanie odwrotne f~1:Y — X, ktoére jest
rowniez bijekcja. Ponizej dwa przyktady funkcji rzeczywistych bijekcji.

e Przeksztatcenia afiniczne y = ax + b.
e Hiperbola y = 23.

Wstep do relacji oraz funkcji zostanie wykorzystany podczas omawiania mocy
zbioréw oraz relacji réwnolicznosci (sekcja 4.4.1).
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4 Nieskonczonos¢ w matematyce

4 Nieskonczono$s¢ w matematyce

Pojecie nieskonczono$ci w matematyce wystepuje w kilku formach. Znamy
nieskoriczonosé iteracji (nieskoriczonosé kroku), nieskoniczono$é podziatu, nie-
skonczonosé jako punkt lub warto$¢ oraz nieskonczonosé jako liczbe elemen-
tow zbioru.

4.1 Nieskonczono$é¢ iteracji

Nieskonczonosé kroku lub iteracji jest to typowy przyktad stycznosci mate-
matyki z nieskonczonoscig potencjalng. Definicja ciagu a, = 2n daje moz-
liwo$¢ wyznaczenia dowolnego wyrazu tego ciggu, niejako na zadanie, bez
koniecznosci zapisania ich wszystkich, a nawet poznania wyrazéw poprzedza-
jacych. Innym przykladem jest rekurencja (rekursja), ktéra uzaleznia mozli-
wos¢ wykonania kolejnego kroku od krokéw poprzedzajacych. W przypadku
rekursji musimy zawsze poda¢ punkty startowe. Dobra ilustracja jest cigg
Fibonacciego'*

fn = fnfl—i_fnf? fO:O, f1:1

Ciag Fibonacciego mozna zapisa¢ w postaci jawnej. Ogolnie niekiedy mozliwe
jest przeksztalcenie ciagéw rekurencyjnych do postaci jawne;j.

Definicja 5 (ciag) Ciggiem nazywamy kazdg funkcje a : N — Y okreslong
na zbiorze liczb naturalnych. Elementy ciggu oznaczamy krocej a, zgodnie z
zasadg a, = a(n).

Indukcja matematyczna jest przyktadem wykorzystania nieskonczonosci po-
tencjalnej w przypadku dowodzenia twierdzen dotyczacych liczb naturalnych.
Metode zaproponowal w XVII wieku Blaise Pascal'®. Jegli T'(n) jest twier-
dzeniem dotyczacym liczby naturalnej n, to aby udowodni¢ prawdziwos¢ tego
twierdzenia dla wszystkich liczb naturalnych wystarczy sprawdzié¢ jego praw-
dziwosé dla ustalonego ng, to znaczy sprawdzié, ze zachodzi T'(ng). Nastep-
nie wychodzac z zalozenia, ze T(n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n
nie mniejszej od ng wykazaé, ze prawdziwe jest twierdzenie T'(n + 1). Wie-
le twierdzen udowodniono dzieki zasadzie indukcji. Indukcja matematyczna

T eonardo Fibonacci - (1175 - 1250) wloski matematyk, wylozyt podstawy arytmetyki,
badal zagadnienia dotyczace algebry i geometrii (2r6dlo nttp://pl.wikipedia.org/).

15Blaise Pascal - (1623 - 1662) francuski filozof, matematyk, pisarz i fizyk. Tematem
jego badan byty prawdopodobienstwo, préznia, ciénienie atmosferyczne, oraz apologetyka,
teodycea i fideizm. Na jego cze$é¢ nazwano jednostke cisnienia paskal oraz jezyk programo-
wania Pascal (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).
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4.1 Nieskonczonosé iteracji

jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenie o indukcji pozaskonczonej, ktére-
go tresci nie bedziemy tu przytaczac.

Nieskonczono$c iteracji obserwujemy réowniez w przypadku fraktali. Fraktale
powstajg jako iteracje pewnych funkcji, najczesciej ciggu zbioréw, niejako
kopiujac ,samego siebie” poprzez odwzorowania zwezajgce. Zbiory fraktal-
ne posiadajg zadziwiajace wtasnosci, szczegdlnie w kontekscie wymiaru oraz
tzw. samopodobienstwa. Szczegdty pomijamy z uwagi na charakter niniejszej
pracy, a zainteresowanych czytelnikéw odsytamy do [8]. Ponizej prezentuje-
my kilka najwazniejszych fraktali.

Zbior Cantora - odcinek dzielimy na 3 rowne czesci i usuwamy czesé srodko-
wa (otwarta). W ten sposob powstaje pierwsza iteracja, ktorej wynikiem sg 2
nowe odcinki. Kazdy z nich dzielimy na 3 rowne czesci i ponownie usuwamy
czesci sSrodkowe. W drugiej iteracji powstaja 4 odcinki. W n-tej iteracji otrzy-
mujemy 2" odcinkow. Powtarzajac procedure w nieskoniczonosé otrzymujemy
zbior Cantora.

Tréjkqt Sierpinskiego®® - tréjkat réwnoboczny dzielimy na 4 tréjkaty réwno-
boczne (taczac $rodki bokéw tréjkata), usuwamy tréjkat sSrodkowy. W pierw-
szej iteracji otrzymujemy 3 trojkaty, kazdy z nich dzielimy na kolejne 4 mniej-
sze 1 usuwamy trojkaty srodkowe otrzymujac 9 mniejszych. W n-tym kroku
powstaje 3" tréjkatéw réwnobocznych. W nieskoniczonym kroku otrzymuje-
my tréjkat Sierpinskiego.

16Wactaw Sierpifiski - (1882 - 1969) polski matematyk, jeden z czotowych przedstawi-
cieli warszawskiej szkoly matematycznej. Prowadzil badania z zakresu teorii liczb, analizy
matematycznej, ogélnej i deskryptywnej teorii mnogoéci, topologii mnogosciowej, teorii
miary i kategorii oraz teorii funkcji zmiennej rzeczywistej. Szczegélne znaczenie maja jego
prace na temat pewnika wyboru i hipotezy continuum. (Zrédlo http://pl.wikipedia.org/).
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4.1 Nieskonczonosé iteracji

Dywan Sierpinskiego - boki kwadratu dzielimy na 3 réwne czesci, taczac
punkty naprzeciwlegte, z tak powstatego zbioru usuwamy kwadrat srodko-
wy otrzymujac 8 mniejszych kwadratow. Kazdy z nich ponownie dzielimy
na mniejsze kwadraty usuwajac kwadraty srodkowe. W drugim kroku po-
wstaja 64 jeszcze mniejsze kwadraty. Ogolnie w n-tej iteracji otrzymujemy
8" kwadratéw. Krok nieskoniczony prowadzi do dywanu Sierpinskiego.

Zwr6oémy uwage na bogata strukture zaprezentowanych zbioréw. Nie tylko
liczba zawartych w nich elementéw jest nieskonczona, ale rowniez forma, czyli
powtarzajacy sie w nieskonczonos¢ wzor. Dodatkowo ich miary sa zerowe, tzn.
dhugosé zbioru Cantora wynosi 0, pola powierzchni trojkata i dywanu Sier-
pinskiego réwniez sa zerowe. Jako ciekawostke podamy, ze wymiary fraktali
sg niecatkowite, réwniez dla zaprezentowanych wyzej przyktadéow. Badania
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

nad geometrig fraktalng zostaty zapoczatkowane przez Benoita Mandelbro-
tal”, ktory wykorzystujac prace dwoch francuskich matematykéw Gastona
Julii'® i Pierre’a Fatou!'® dotyczace zachowania sie iteracji pewnych funkcji
zespolonych, stworzyl pierwsze oszalamiajace wizualizacje zbiorow fraktal-
nych. Ponizej zamieszczamy kilka réznych uje¢ zbioru Mandelbrota.

Ponownie tatwo zauwazalny jest powtarzajacy sie wzor, przy odpowiednim
powiekszeniu ujawniajacy nowe oblicza, tajemnice nieskonczonosci...

4.2 Nieskonczonosé podziatu

Analiza wielkoSci nieskoriczenie matych odegrata w matematyce wielka ro-
le. To dzigki niej wprowadzono miedzy innymi pojecie zbioru liczb rzeczy-
wistych, teorie granic, rachunek rozniczkowy, zwany roéwniez ,rachunkiem
wielkosci nieskonczenie matych” oraz rachunek catkowy. Byt to przetom, oto
matematyka udostepnita innym dziedzinom (glownie fizyce) niezwykle uzy-
teczne narzedzia analityczne oraz opisowe. Nie mozna tutaj pominac¢ zwiazku
z pojeciem cigglosci (continuum), ktéremu za podstawowe cechy przypisu-
je sie wtasnosci nieskonczonej podzielnosci oraz spojnosci. Jednak juz przy
najprostszej probie definicji owych wtadciwoséci napotkano szereg probleméw.

1"Benoit Mandelbrot - (ur. w 1924, w Warszawie) - francuski matematyk, pochodzenia
polskiego, twérca podstaw geometrii fraktalnej (zrodlo http://pl.wikipedia.org/).

18Gaston Julia - (1893 - 1978) matematyk francuski, jeden z prekursoréw teorii systeméw
dynamicznych, profesor Ecole Polytechnique (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).

9Pjerre Fatou - (1878 - 1929) francuski matematyk, badajacy uktady dynamiczne w
przestrzeni liczb zespolonych (Zrédlo http://en.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

Przyjmujac punkt jako budulec continuum nieskonczono$¢ podzielnosci sta-
je w sprzeczno$ci z probg zrealizowania tej podzielnoéci. Dobra ilustracja sa
stowa Arystotelesa®.

nJesliby kto zalozyl, ze cialo jest pewngq rozciggtosciq wszedzie podzielng, na-
tknatby sie na trudnosc. Jesli bowiem rozcigglosé jest wszedzie podzielna to
mogtaby byé w koncu podzielona. A jesliby sie tego dokonato to co w koncu
zostanie? Wtedy, byt dzielony albo bedzie zloZony z punktow i jego sktadni-
ki bedq pozbawione rozciggtosci, albo bedzie catkowicie niebytem, wobec tego
musiatby juz powstaé z nicosci, a catos¢ nie bylaby zaiste niczym innym niz
pozorem. Podobnie, gdyby byt ztozony z punktow, nie bedzie rozciggly.”

Brak mozliwosci zrozumienia natury ciagtosci byt bezposrednia przyczyna
wykluczenia z nauk Scistych nauki o ruchu. Konsekwencjg punktowej budo-
wy continuum jest brak predkosci chwilowej - predkos¢ musi zawsze trwaé
przez pewien okres czasu (ruch jest stanem, ktory trwa przez jakis czas).

Matematyczne proby zbadania ciagtosci rozpoczely sie juz w starozytnosci.
Rozwazanie geometrii prostej doprowadzito do zaproponowania aksjomatyki
prostej zawierajacej Postulat Archimedesa®' - kazdy odcinek jest mniejszy
od pewnej catkowitej wielokrotnosci dowolnego innego odcinka. W rozumie-
niu Eudoksosa?? z Knidos powyzszy aksjomat oznacza, ze kazda wielko$é
matematyczna moze by¢ zwielokrotniona dowolng ilo$¢ razy, az przewyzszy
dowolng inng wielko$¢. W szczegdlnosci prosta jest nieograniczona. Méwigc
inaczej dla kazdej pary dodatnich liczb rzeczywistych a i b istnieje taka liczba
naturalna n, ze a < n-b. Jako bezposredni wniosek z Postulatu Archimedesa
otrzymuje sie rowniez lemat Eudoksosa o wyczerpywaniu.

20 Arystoteles - (384 - 322 p.n.e.) j eden z dwéch, obok Platona najwiekszych filozofow
greckich. Stworzyl opozycyjny do platonizmu i réwnie spdjny system filozoficzny, ktory
bardzo silnie dziatal na filozofie i nauke europejska, a jego chrzescijanska odmiana zwana
tomizmem byla od XIII w. i jest po dzi§ dzien oficjalna filozofia Ko$ciola Katolickiego.
Arystoteles potozyl ogromne zastugi w astronomii, fizyce, biologii i logice, jednak wiek-
szo$¢ jego teorii astronomicznych i fizycznych okazala sie bledna, a przyjecie ich za do-
gmat przez filozofie scholastyczna diugo opdzniato rozwéj tych nauk w Europie (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).

21 Archimedes - (okolo 287 - 212 p.n.e.) wybitny grecki fizyk i matematyk, autor trak-
tatu o kwadraturze odcinka paraboli, tworca hydrostatyki i statyki, prekursor rachunku
nieskonczonosciowego (zrédlo http://pl.wikipedia.org/).

22Eudoksos z Knidos (okoto 408-355 p.n.e) - grecki astronom, matematyk, filozof i
geograf, zajmowal sie¢ proporcja, ztotym podzialem i metoda wyczerpywania. Udowod-
nil wzér na objetos$é stozka, stworzyl podstawy rachunku nieskoficzonosciowego (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

Lemat 1 (Eudoksosa) Jesli ustali¢ odcinek AB wraz z polozonym na nim

punktem M oraz takimi punktami A; < Ay < Az < ..., Ze odcinek AA;

jest wiecej niz potowq odcinka AB oraz odcinki Ay Apmi1 Stanowiq wiecej niz

potowy odcinkow A,, B, to istnieje takie n, zZe punkt A, lezy na odcinku M B.
A; A, Ans A

® Om == o OO
A M B

Zatem prosta mozna dzieli¢ na czesci dowolnie matej dhugosci, nieskonczo-
no$¢ podzielnosci zostata zauwazona. Stosujac intuicyjne pojecie granicy sta-
rozytni Grecy obliczali metoda wyczerpywania pola powierzchni figur geo-
metrycznych. W dana figure wpisywano taki ciag figur o znanych polach,
aby kazda kolejna stanowita wiecej niz polowe czesci pozostatej (nie pokry-
tej). Bardziej formalnie - figura P jest wyczerpana wielokatami Py, Py, Ps, . ..
(wielokaty nie nachodza na siebie), jesli wielokat P, pokrywa co do pola wie-
cej niz potowe figury nie zakrytej wielokatami Py, P, Ps, ..., P,_1. Uzywajac
wspotezesnego jezyka powiemy, ze zadanie wyczerpania w kroku n ponad
potowy pozostatej figury gwarantuje zbieznos$¢ szeregu liczbowego reprezen-
tujacego sume ciggu po6l wpisanych wielokatéw, a w granicy pole powierzchni
figury wyjsciowej. Potrzeba pojecia granicy zostala zauwazona w naturalny
(geometryczny) sposéb. Dodatkowo uwidoczniono ,dziurawosé” zbioru liczb
wymiernych oraz jedng z mozliwosci uzupekienia tych brakéw - granice cig-
gu liczb wymiernych reprezentujacych pola pewnych figur. Wielkim krokiem
bylo geometryczne odkrycie przez Pitagorejczykéw?? liczb niewymiernych.
Dowodzac niewspétmiernosci boku kwadratu i jego przekatnej dostarczyli
sposobu na konstrukcje nowych liczb.

Dzi$ kazdy wie, ze v/2 jest liczbg niewymierna, ktéra odpowiada dtugosci
przekatnej kwadratu o dlugosci boku 1. Dowdd niewspotmiernosci, przepro-
wadzony metoda nie wprost, wykorzystuje jednoznacznos¢ rozktadu liczb na-

Z3Ppitagorejczycy - wyznawcy doktryny rozwinietej przez Pitagorasa i jego nastepcow
w szkole religijno-filozoficzno-naukowej, ktéra zatozyl Pitagoras w Krotonie w Wielkiej
Grecji (z’rédlo http://pl.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

turalnych na czynniki pierwsze oraz twierdzenie Pitagorasa?*. Sposobu kon-
strukcji kolejnych ,nowych” liczb dostarczyt Euklides podajac geometryczng
metode dzielenia odcinkéw, niekoniecznie wspotmiernych. Idea zostata wyko-
rzystana przez Fudoksosa w jego teorii proporcji. Przyktadem zastosowania
teorii proporcji jest twierdzenie Talesa?.

Twierdzenie 1 (Talesa) Jesli z punktow B i B’ lezgcych na jednym z ra-
mion kgta o wierzchotku A poprowadzi¢ proste pod tym samym kgtem do tego
ramienia, to przetng one drugie ramie w takich punktach C i C', Ze

AB: AB' = AC : AC'

A B B'

Eudoksos w swojej teorii proporcji byt bardzo bliski wspotczesnemu pojeciu
liczby. Zabrakto jedynie proporcji o pochodzeniu innym niz geometryczne...

Matematyka ponownie powrdcita do tezy o niemoznosci budowy continuum
z punktow dopiero w sredniowieczu. Oto Galileusz odkryt prawo spadku swo-
bodnego méwiace, ze wszystkie ciata spadaja z jednakowym przyspieszeniem,
niezaleznie od masy. Opis tego ruchu wyrazony predkoscia poczatkowa vg ,
przyspieszeniem a oraz czasem t przedstawia ponizsze rownanie

at?

S:’Uot‘F?

Empiryczna poprawnos¢ powyzszej zaleznosci stanowita mocny argument za
istnieniem predkosci chwilowej, od tej chwili predko$¢ nie musi trwaé przez

2Pitagoras - (582 - 493 p.n.e) grecki matematyk, filozof, mistyk, twérca Twierdzenia
Pitagorasa (21‘6(110 http://pl.wikipedia. org/) .

2Tales z Miletu - (okolo 625 - 545 p.n.e.) grecki filozof, matematyk, astronom, inzy-
nier, polityk, podréznik i kupiec, zaliczany do siedmiu medrcéw starozytnej Grecji, uzna-
wany za tworce podstaw nauki i filozofii europejskiej. Odkryl, ze magnetyt oraz potar-
ty bursztyn maja wlasnosci przyciagania. Zaliczany do filozoféw szkoly jonskiej (zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

pewien okres czasu...

W drugiej potowie XVII wieku Isaac Newton i Gottfried Wilhelm Leibniz?®
niezaleznie opracowali podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego. W
swoich pracach wykorzystali jeszcze wtedy niesprecyzowane pojecie granicy
i ciggtosci. Ich wyniki w bardzo istotny sposéb wplynety na rozwoj anali-
zy matematycznej oraz doprowadzily do odkrycia praw dynamiki. Mineto
jeszcze bardzo duzo czasu zanim ich idee zostaly ugruntowane, ale udowod-
niono zdumiewajaca site metod wykorzystujacych subtelne wtasnosci conti-
nuum. Wspbélezesne okreslenie pojecia granicy (ciagu, funkeji) powstalty w
XIX wieku. W sposéb $cisty i formalny po raz pierwszy podat je francuski
matematyk Augustin Louis Cauchy, a dzisiejsze brzmienie pochodzi od nie-
mieckiego matematyka o imieniu Karl Weierstrass??. Z uwagi na przejrzystos$é
idei ograniczamy sie do podania jedynie najwazniejszych definicji.

Definicja 6 (granica ciagu) [Cauchy] Méwimy, Ze cigg a,, posiada granice
g (jest zbiezny do g, gdy n dazy do nieskoriczonosci), co zapisujemy

lim a, =g lub an — g

n—oo

jezeli dla dowolnie matej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna N, zZe dla
kazdego n > N, spelniona jest nieréwnosé |a, — g| < e.

Wykorzystujac kwantyfikatory powyzsze zapisujemy krocej

lim a, = g < V03N Vosn.|an —g| <€

Zwroémy uwage, ze definicja granicy ciggu oparta jest na pojeciu nieskonczo-
nosci potencjalnej. Ciag zbiezny przybliza wartos¢ swojej granicy z dowolng
doktadnoscia, ale poza skonczong liczbg elementéw. Dla dowolnie matej licz-
by mozemy wskazaé pozycje, od ktorej wszystkie kolejne elementy ciggu leza
dostatecznie blisko granicy.

26Gottfried Wilhelm Leibniz, znany takze pod nazwiskiem Leibnitz - (1646 - 1716)
niemiecki filozof, matematyk, prawnik, inzynier — mechanik, fizyk i dyplomata. Niezaleznie
od Newtona, stworzyl rachunek rézniczkowy, przy czym jego notacja tego rachunku okazala
sie praktyczniejsza (7rédlo nttp://pl.wikipedia.org/).

2TKarl Weierstrass - (1815 - 1897) niemiecki matematyk, zwolennik arytmetyzacji analizy
matematycznej, twérca precyzyjnego pojecia granicy (zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).

19



4.2 Nieskonczonosé podziatu

ey s e e

&

Y=fix)

Definicja 7 (granica funkcji w nieskoniczonosci) [Cauchy/ Mowimy, ze
funkcja f okreslona w przedziale (a,00) posiada granice g (jest zbiezna do g,
gdy z dgzy do nieskoriczonosci), co zapisujemy

L f(z) =g

jezeli dla dowolnie matej liczby € > 0 istnieje taka liczba S, ze dla kazZdego
x > S spelniona jest nierownosé |f(z) — g| < e.

Definicje bardzo tatwo rozszerzy¢ dla granicy funkcji w minus nieskonczono-
Sci.

Definicja 8 (granica funkcji w punkcie) [Cauchy] Méwimy, Ze funkcja
f A — R okreslona na zbiorze A C R posiada w punkcie xqy, bedgcym
punktem skupienia zbioru A, granice g (jest zbiezna do g, gdy x dgzy do x),
co zapisujemy

lim f(z) =g

T—T0

jezeli dla dowolnie matej liczby € > 0 istnieje taka liczba & > 0, ze dla kazdego
x € A z nieréuwnodci 0 < |x — x| < & wynika nieréwnosé |f(z) — g| < e.

Dla naszych rozwazan wystarczy powiedzie¢, ze punkt skupienia zbioru A to
taki punkt z, ktory jest granicg pewnego ciggu elementéw zbioru A réznych
od z. Zwréémy uwage, ze punkt skupienia zbioru nie musi do tego zbio-
ru naleze¢. Przyktadowo kazdy punkt na odcinku jest zarazem jego punk-
tem skupienia. Rozwazmy przedzial otwarty (0,1) oraz ciagi a, = n+r1 oraz
b, = 1— n%rl Elementy ciggéw a, oraz b, sa rowniez elementami zbioru
(0,1), ale lima,, = 0 i limb, = 1, czyli punkty 0 i 1 sa punktami skupienia
zbioru (0, 1) pomimo, ze leza poza nim.
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

7 powyzszego wynika, ze granica funkcji moze istnie¢ w punktach, w ktérych
funkcja jest nieokreslona. W przypadku punktéw okreslonosci funkceji granica
funkcji w punkcie moze by¢ rézna od wartosci funkceji. Inng definicje granicy
funkcji w punkcie, rownowazng na podstawie pewnika wyboru z definicja
Cauchy’ego, podal niemiecki matematyk Heinrich Eduard Heine?.
Definicja 9 (granica funkcji w punkcie) [Heine] Méwimy, zZe funkcja f -
A — R okreslona na zbiorze A C R posiada w punkcie zq, bedgcym punk-
tem skupienia zbioru A, granice g (jest zbiezna do g, gdy x dgzy do xg), co
zapisujemy
lim f(z) =g

T—T0

jezeli dla kazdego takiego ciggu {x,} elementéw zbioru A réinych od xq, Ze
lim,, .o x, = xg, cigg {f(xn)} wartosci funkcgi f dgzy do g, co zapisujemy
lim, o f(x,) = g.

Definicja 9 okazuje sie by¢ bardzo praktyczna w przypadku dowodzenia, ze
dana liczba g nie jest w istocie granica funkcji w okreslonym punkcie. Wystar-
czy bowiem podac jeden cigg speliajacy warunki okreslone przez Heinego,
ktéry ,generuje” ciag f(z,) zbiezny do innej granicy niz g.

Analiza zaleznos$ci pomiedzy przyrostem argumentu funkcji a przyrostem jej
wartosci jest podstawa rachunku rézniczkowego. Wystarczy sobie wyobrazic¢
funkcje f(t), ktorej wartosci zaleza od czasu t. Dobrym przyktadem takiej
funkcji jest zaleznos¢ predkosci od czasu. Zmiana predkosé w czasie swiadczy
0 przyspieszeniu, uzaleznionym od czasu. Przyblizone wartosci przyspiesze-
nia w chwili £ mozna wyznaczy¢ poprzez iloraz % zmiany predkosci Aw
(przyrostu predkosci) i zmiany czasu At (przyrostu czasu). Im mniejszy be-
dzie przyrost czasu tym oszacowanie przyspieszenia w chwili ¢ bedzie blizsze
prawdzie. Naturalny wydaje si¢ krok graniczny limas_.q %’ prowadzacy do
wartos¢ przyspieszenia w chwili ¢. Tak otrzymang warto$¢ nazywamy po-
chodng funkcji w punkcie.

Definicja 10 Mowimy, ze funkcja f : U — R (y = f(x)) okreslona na
przedziale otwartym U C R posiada w punkcie xo € U pochodng jezeli istnieje
skonczona granica ilorazu rézinicowego

lim f(z) = f(zo) — lim f(zo+h) — f(zo) _ lim Ay

T—xT0 T — Xq h—0 h o Axz—0 A,I‘

Z8Heinrich Eduard Heine - (1821 - 1881) niemiecki matematyk, znany ze szkolnej defi-
nicji granicy funkcji, autor twierdzenia Heinego-Borela charakteryzujacego zbiory zwarte
w przestrzeni euklidesowej (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

o funkcyi f mowimy, ze jest rozniczkowalna w punkcie xqy, a punkt xo na-
zywamy punktem rozniczkowalnosci funkcgi f. Wartosc granicy ilorazu roz-
nicowego nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xo i oznaczamy f'(xo).
Mowimy, Ze funkcja f jest roziniczkowalna jezeli jest rozniczkowalna w kaz-
dym punkcie swojej dziedziny (rézniczkowalna funkcja f posiada w kazdym

. . . df (x d
punkcie pochodng f'). Inne oznaczenia pochodnej to %, é(:co).

A

X+AXs X+AX3 X+AX; X+AXy

X

7 predkoscia i czasem bezposrednio zwiazana jest rowniez droga. W przy-
padku statej predkosci v wykres predkosci jest rownolegly do osi czasu, a
droga jest iloczynem predkosci i minionego czasu, inaczej polem prostokata o
bokach v oraz t, —t;, jezeli przyjac t, jako czas w chwili rozpoczecia pomiaru
a 1y jako czas jego zakonczenia.

s = 60 km

v =6 km/h

t=10h

Gdy predkosé jest zmienna (zalezy od czasu) przyblizeniem drogi przebytej
pomiedzy chwilami ¢, i ¢, bedzie suma pdl kilku prostokatéw otrzymanych
przez podzial odcinka czasu (f,,t,) na mniejsze czesci tak, aby mozliwe byto
do przyjecia zatozenie o statosci predkosci na kazdej czesci z osobna. Osza-
cowanie bedzie tym lepsze im mniejsze beda dtugosci czesciowych odcinkow.
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

Ponownie naturalny jest krok graniczny prowadzacy do wartosci rzeczywistej
drogi przebytej pomiedzy chwilami ¢, i t;, rozumianej jako pole powierzchni
pod krzywa predkosci pomiedzy punktami ¢, i t,. Powyzsze rozumowanie stoi
u podstaw rachunku catkowego, gdzie pole powierzchni pod krzywa nazywa
sie calkq oznaczong.

Do wprowadzenia formalnej definicji catki Riemanna?® niezbedne jest poda-
nie kilku innych mniej lub bardziej skomplikowanych poje¢. My odniesiemy
si¢ jedynie do intuicji. Na ponizszym rysunku przedstawione sa dwie meto-
dy przyblizenia pola pod krzywg pomiedzy punktami a i b. Pierwsza z nich,
nazywana sumg dolng, podaje pole nizsze niz rzeczywiste. Druga, okresla-
na mianem sumy gornej, w oczywisty sposob zwiekszg pole w stosunku do
warto$ci nominalnej. Zmniejszenie dtugosci dobranych przedzialéw (w kon-
sekwencji zwigkszenie ich liczby) prowadzi do coraz lepszych wynikéw osza-
cowania. Kolejne przyblizenia mozna zapisa¢ w postaci ciagéw s, dla sumy
dolnej oraz S,, dla sumy gérnej. Podzialy dobieramy tak, aby dlugosci ich
wszystkich zblizaly sie z kazdym krokiem do 0.

A

f(,\»)

Vs

Definicja 11 (catka Riemanna) Mdéwimy, ze funkcja [ jest catkowana w
sensie Riemanna na przedziale [a,b] jezeli ciggi reprezentujgce sume dolng
(sn) oraz sume gorng (S,) sa zbiezne do tej samej granicy. Wartosé tej gra-
nicy nazywamy catkq Riemanna (lub calkq oznaczong) funkcji f na przedziale

Bernhard Riemann - (1826 - 1866) matematyk niemiecki. Twoérca wielowymiarowej
geometrii Riemanna, ktorej zasady stanowiag podstawe ogdlnej teorii wzglednosci. Zapo-
czatkowal systematyke geometrii nieeuklidesowych. Jego prace z teorii liczb i teorii funkcji
analitycznych wywarly duzy wplyw na rozwdéj matematyki. Autor prac o szeregach trygo-
nometrycznych i teorii calki (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).
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4.2 Nieskonczonosé podziatu

[a,b] i oznaczamy

/abf(x)dx

Okazuje sie, ze podstawowe operacje rachunku rézniczkowego i catkowego
- rézniczkowanie i calkowanie - sg operacjami odwrotnymi, o czym przeko-
nujemy sie analizujac catke Newtona-Leibniza oraz podstawowe twierdzenie
rachunku rézniczkowego i catkowego. Catka Newtona-Leibniza, wykorzystu-
jac funkcje pierwotne, dostarcza niezwykle prostego sposobu na wyznaczanie
catek oznaczonych wielu funkcji.

Definicja 12 Mdéwimy, Ze funkcja F : [a,b] — R okreslona na przedziale
[a,b] jest funkcjq pierwotng funkcji f : [a,b] — R jezeli istnieje pochodna F’
funkcji F' oraz dla kazdego x € [a,b] spelniony jest warunek

Zatem funkcja pierwotna danej funkcji f, okreslonej w pewnym obszarze do-
mknietym to taka funkcje F' okreslona w tym obszarze, ktérej pochodna jest
rowna f. W praktyce np. wykres predkodci jest funkcja pierwotng wykresu
przyspieszenia, a catka wykresu predkosci jest droga.

Definicja 13 (calka Newtona-Leibniza) Calke Newtona-Leibniza funk-
cji f na przedziale domknietym [a, b] okreslamy jako réznice F(b)—F(a), gdzie
F' jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f okreslong na tym przedziale. Cal-
ka Newtona-Leibniza jest rowniez catkq oznaczong.

[ #)dz = F@®) ~ Fa)

Funkcja pierwotna jest wyznaczana z dokladnoscig do statej, statly czynnik
(np. przesuniecie wykresu w dét lub w gére) nie wplywa na warto$é pochodne;
(nie zmienia kata nachylenia stycznej do krzywej). Istnienie choc¢by jednej
funkcji pierwotnej gwarantuje istnieje calej rodziny funkcji pierwotnych.

Definicja 14 (calka nieoznaczona) Calkq nieoznaczong funkcji f nazy-
wamy rodzine jej funkcji pierwotnych i oznaczamy

/f(x)da:
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4.3 Nieskonczonosé jako punkt

Jezeli F' jest dowolng funkcjg pierwotna funkeji f to catka nieoznaczona funk-
cji f przyjmuje postaé
/f(x)dx =F(z)+C

gdzie C' jest dowolng stala, nazywana stala catkowania.

Omawianie aspektow zwiazanych z granicami zakonczymy przedstawieniem
pojecia ciagtosci. Wedtug Cauchy’ego funkcja f(x) jest ciagla, jesli dla kazdej
wartosci « réznica f(r + o) — f(z) maleje nicograniczenie wraz z liczbowsa
wartoscig o. Bernard Bolzano® ciggloéé rozumial jako ciggly zmiane funkcji
f(z), jesli dla kazdej wartosci x réznica f(x +w) — f(x) moze byé uczyniona
mniejszg niz jakakolwiek dana wielkosé, jesli za w mozna przyjaé¢ dowolnie
malta wielkosé.

Elementem tgczacym continuum z teoria mnogosci byto podanie Scistej me-
tody konstrukeji liczb rzeczywistych. W XIX wieku opublikowano prace We-
ierstrassa (1872), Heinego, Cantora i Dedekinda®'. Metody Weierstrassa i
Dedekinda zostaly pézniej rozwiniete. Weierstrass, Cantor i Heine konstru-
ujac liczby rzeczywiste bazowali na szeregach nieskonczonych, a Dedekind
stworzyt tzw. przekroje nazwane jego nazwiskiem.

4.3 Nieskonczono$¢ jako punkt

Punkt w nieskonczonosci nie zawsze stusznie kojarzony jest z granicami.
Symbole przedstawiajace zbieznosci ciagéw badz funkcji moga sugerowad,
ze granica jest wartoscia ciggu w bardzo odlegltym punkcie nazywanym nie-
skonczonoscig.

lim a, =g

n—oo
Interpretacja, ze liczba n dazy do nieskonczonosci nasuwa skojarzenia, ze
n ,zbliza” sie do pewnego punktu. Nic bardziej mylnego. Powyzszy symbol
przedstawia jedynie fakt ,zblizania” sie wartosci ciggu do pewnej liczby wraz
ze wzrostem n.

30Bernard Bolzano - (1781 - 1848) czeski matematyk, filozof, historyk, logik i teo-
log. Sformulowal wiele waznych twierdzen matematycznych, ale poniewaz jego prace
opublikowano dopiero po jego $mierci, to sa przypisywane innym naukowcom (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).

31Richard Dedekind - (1831 - 1916) niemiecki matematyk, uczen Petera Gustava Diri-
chleta i Carla Friedricha Gaussa. Jego prace dotycza teorii liczb, algebry, teorii mnogo-
$ci i analizy matematycznej. Wprowadzil do matematyki wiele nowych pojeé, takich jak
grupa czy piercien, rozwinal teorie liczb niewymiernych w oparciu o przekroje (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).
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4.3 Nieskonczonosé jako punkt

4.3.1 Domkniecie zbioru

W poprzednich sekcjach oméwiliSmy wazna klase ciagdéw zbieznych do skon-
czonej granicy. W matematyce istnieja jeszcze ciagi, ktore nie sa zbiezne (np.
a, = (—1)") oraz ciagi, ktére albo maleja albo rosna nieograniczenie (cia-
gi rozbiezne do oo, przykladowo a,, = 2n). Zbiér liczb rzeczywistych nie
zawiera punktow w nieskonczonosci. Punkty te mozna traktowac jako ,gra-
nice” ciggdéw nieograniczenie albo rosngcych albo malejgcych. Aby utatwié¢
opis, uczynic¢ go bardziej eleganckim oraz tatwiejszym w interpretacji, dodaje
sie czasami do zbioru liczb rzeczywistych R dwa punkty w nieskonczonosci
- plus nieskonczonosé (+00) i minus nieskonczonosé (—oo). Tak rozszerzony
zbiér oznaczamy R i nazywamy domknietym zbiorem liczb rzeczywistych.
Zwroémy uwage, ze w tym przypadku rozrézniamy kierunek” nieskonczo-
nosci.

R:=RU{—0c0, 400}

Podobng operacje mozna wykonaé¢ dla ptaszczyzny R? lub ciala liczb zespo-
lonych (ptaszcezyzny zespolonej).

C:=CuU{o0}

W przypadku ptaszczyzny uznaje sie, ze kazdy kierunek prowadzi do tej samej
nieskonczonosci.
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4.3.2 Geometrie nieeuklidesowe

Rozwazmy linie horyzontu. Przygladajac sie prostym réwnolegltym, przykta-
dowo torom kolejowym, zauwazamy, ze proste te tacza sie¢ w bardzo odlegtym
punkcie, to znaczy na horyzoncie. Linia horyzontu sktada sie z punktow, w
ktorych tacza sie rézne rownolegte proste. Powyzsze spostrzezenia stojg u
podstaw geometrii rzutowej, jednej z geometrii niecuklidoseowych. Geome-
tria nieeuklidesowa to typ geometrii, w ktorej nie obowiazuja wszystkie z
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4.3 Nieskonczonosé jako punkt

pieciu aksjomatéw opublikowanych w dziele ,Elementy” Euklidesa. W geo-
metrii nieeuklidesowej przyjmuje sie pierwsze cztery aksjomaty Euklidesa,
natomiast zaktada sie, ze piaty z nich (postulat réwnoleglosci) jest niepraw-
dziwy.

W geometrii rzutowej, podobnie jak w geometrii euklidesowej, zaktada sie,
ze przez dwa rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta. Dodane zo-
staje jednak zatozenie, ze dwie dowolne proste na ptaszczyznie musza sie
przecia¢. Powstaje pytanie co z prostymi rownolegtymi? Przyjmuje sie, ze
proste réwnolegle przecinaja si¢ ,w punkcie bardzo odlegltym”, to znaczy w
nieskoniczonosci. Do ptaszczyzny dodaje si¢ nowg prosta, sktadajaca sie z ta-
kich punktéw - jest to prosta w nieskonczonosci. Prosta w nieskonczonosci
jest abstrakcyjnym odpowiednikiem linii horyzontu, punkty w nieskonczono-
Sci to punkty, w ktérych proste réwnolegte tacza sie na horyzoncie. Twoérca
geometrii rzutowej byl francuski matematyk Jean Victor Poncelet®?. W geo-
metrii rzutowej punktem w nieskonczonosci nazywamy kierunek, czyli zbior
wszystkich prostych réwnolegtych (jest on punktem przeciecia wszystkich
prostych o danym kierunku).

Kolejnym przyktadem naturalnej geometrii nieeuklideoswej jest geometria
eliptyczna (nazywana réwniez geometrig sferyczng). W geometrii euklideso-
wej suma katow wewnetrznych trojkata wynosi 27, réwniez proste réwnolegte
nie przecinajg sie¢ w zadnym punkcie. Jednak na Ziemi dwie drogi o tym sa-
mym kierunku zawsze potacza si¢ na biegunach. W tréjkacie narysowanym

32Jean Victor Poncelet - (1788 - 1867) francuski matematyk i inzynier, byt jednym ze
wspottworcow geometrii rzutowej i autorem prac z mechaniki teoretycznej, wprowadzit
jednostke kilogramometr pracy mechanicznej (Zrédlo http://pl.wikipedia.org/).
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4.3 Nieskonczonosé jako punkt

na kuli ziemskiej suma katéw wewnetrznych zawsze przekroczy 2m. Jest to
konsekwencja faktu, ze powierzchnia ziemi jest sfera, na sferze jedynie lokal-
ne wlasnosci moga byé¢ dobrze przyblizone geometrig euklidesowg. Geome-
tria eliptyczna jest szczegolnym przypadkiem geometrii Riemanna dla statej i
dodatniej krzywizny. Geometria hiperboliczna (zwana takze geometrig siodla,
geometrig Lobaczewskiego®® Tub geometriq Bolyaia®* -Lobaczewskiego) jest ko-
lejnym przyktadem geometrii nieeuklideowej bedacej szczegdlnym przypad-
kiem geometrii Riemanna, tym razem o statej i ujemnej krzywiznie.

4.3.3 Razut stereograficzny

Odwzorowanie sterograficzne znane byto juz w starozytnej Grecji. Matema-
tyczny opis tego przeksztatcenia podal w II wieku p.n.e. Hipparchos®® z Nikei.
Odwzorowanie sterograficzne (inaczej rzut stereograficzny) polega na prze-
ksztalceniu geometrycznym punktow plaszczyzny na sfere, w ktorym srod-
kiem rzutu jest punkt sfery, zas rzutnia jest styczna do sfery w antypodzie
srodka rzutu. Rzut stereograficzny ma wiele ciekawych wlasnosci. Podsta-
wowe to wzajemna jednoznaczno$¢ ze sfery z wylaczonym jednym punktem
(Srodkiem rzutu) na plaszczyzne oraz zachowanie katéw (dwie proste na sfe-
rze 1 ich obrazy na plaszczyznie przecinaja sie pod takim samym katem).
W przeksztalceniu odwrotnym (plaszczyzny na sfere) prosta na plaszczyznie
(rzutni) odwzorowuje sie na okrag na sferze przechodzacy przez $rodek rzutu,
a obrazem kazdego okregu na rzutni jest na okrag na sferze.

. +oo
—=0mp
E

c D

33Mikotaj Iwanowicz Lobaczewski - (1792 - 1856) rosyjski matematyk, twérca (niezalez-
nie od Jdnosa Bolyai’a) geometrii nieeuklidesowej (Zrédlo nttp://pl.wikipedia.org/).

34J4nos Bolyai - (1802 - 1860) matematyk wegierski, tworca (niezaleznie od Lobaczew-
skiego) geometrii nieeuklidesowej (7r6dlo http://pl.wikipedia.org/).

35Hipparchos z Nikei - (okolo 190 - 120 p.n.e.) matematyk, geograf i astronom grecki.
Zmierzyl odleglo$é Ziemi od Ksiezyca, podal czas obrotu Ziemi wokél Slonca (Zrédlo
http://pl.wikipedia.org/).

28



4.4 Nieskonczonosé jako liczba elementéw zbioru

Rzut stereograficzny szeroko stosowany jest w kartografii i krystalografii. Cie-
kawe jest spostrzezenie, ze srodek rzutu mozna traktowac jako obraz punktow
w nieskonczonosci...

4.4 Nieskonczonos¢ jako liczba elementow zbioru

W ponizszej czesci tekstu wprowadzimy czytelnika w zagadnienia zwiaza-
ne z nieskoniczonodcig aktualna w matematyce. Odnoszac si¢ do intuicji dla
zbioréw skonczonych pokazemy kilka ciekawych wtasnosci nieskonczonosci.
Skupimy sie na wynikach Cantora, ktére charakteryzuje niezwykty stopien
abstrakcyjnosci. Cantor, jak nikt inny, pokazat jak bardzo powigzano mate-
matyke ze $wiatem rzeczywistym, w pewnym sensie ograniczajac idee. Abs-
trakcjonizm jego myslenia sprawial, ze czesto poddawal w watpliwos¢ wtasne
okrycia. Zostal odrzucony przez éwczesne srodowisko matematyczne, ktore
nie chcialo przyjac jego dokonan. Pojecia roznych nieskonczonosci, rownolicz-
nos¢ punktéw odcinka z punktami prostej, rownolicznosé punktéow z wnetrza
kwadratu z punktami jego obwodu, definicja zbioru liczb rzeczywistych, poje-
cie przedziatow zstepujacych... Dzieki tym nowoczesnym ideom Cantor przez
wielu uwazany jest za ojca wspotczesnej matematyki, za tworce teorii mno-
gosci, za prekursora topologii, najwazniejszej dziedziny matematyki [ potowy
XX wieku.
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4.4.1 Relacja réwnolicznosci

Badanie liczby elementéw zbioru skonczonego nie sprawia trudnosci. Licz-
ba owocow na drzewie, liczba zapatek w pudetku, liczba ksigzek na potce -
wszystkie te wartosci okreslaja liczby elementéw w odpowiednich zbiorach.
Ogdlnie dla zbioru skonczonego n-elementowego A = {ay,as,...,a,} de-
finiuje sie moc zbioru jako liczbe jego elementéw i oznacza przez |A| = n.
Liczba naturalna odpowiadajaca mocy danego skoniczonego zbioru nazywana
jest skonczong liczbg kardynalng. Oczywiscie nie istnieje nieskonczona licz-
ba naturalna. Do badania mocy zbioréw nieskonczonych wprowadzono wiec
nieskonczone liczby kardynalne.

Moéwimy, ze dwa zbiory sa réwnoliczne jezeli sg réwnej mocy (posiadaja tyle
samo elementéw). W przypadku zbioréw skonczonych istnieja dwie proste
metody pozwalajace zweryfikowa¢ czy zbiory sg réwnoliczne. Pierwsza to
policzy¢ elementy w zbiorach i poréwnaé otrzymane liczby (niemozliwe do
przeprowadzenia w przypadku zbioréw nieskonczonych). Druga metoda to
potaczy¢ elementy poréwnywanych zbioréw w pary i przekonaé si¢ czy kazdy
z elementow zbioru pierwszego ma pare w zbiorze drugim oraz czy kazdy
z elementow zbioru drugiego ma pare w zbiorze pierwszym. Przyktadowo
stwierdzajac, ze nie ma wolnych miejsc w kinie podczas premiery kasowe-
go filmu wiemy, ze réwnoliczne sg zbiory miejsc w kinie oraz potencjalnych
widzéw. Podobnie zapinajac poprawnie uszyta koszule przekonujemy sie, ze
guzikow jest doktadnie tyle samo co dziurek na te guziki. Tworzenie par
elementow zbioréw nieskonczonych musiatoby zaja¢ wiecznos¢. Wystarczy
zatem pokazac, ze takie ,sparowanie” jest mozliwe. Zauwazmy, ze ustawienie
elementow zbioru X i Y w pary jest funkcja ze zbioru X do zbioru Y. Dla
zbioréw rownolicznych jest to odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne - bijek-
cja. Podobnie kazda bijekcja f : X — Y ustawia elementy zbiorow X oraz Y
w pary. Dowolny elementu x € X tworzy pare z doktadnie jednym elementem
y €Y (y = f(z)). Rowniez kazdy element y € Y posiada doktadnie jedna
pare * € X wyznaczong przez odwzorowanie odwrotne do f (z = f~!(y)).
Powyzsze prowadzi do wniosku, ze dwa zbiory X i Y sg réwnoliczne jezeli
istnieje bijekcja f : X — Y. W teorii mnogosci nasz wniosek jest definicja
rownolicznosci.

Definicja 15 Mowimy, Ze zbiory X Y sq rownoliczne jezeli istnieje bijekcja
f: X—=>Y.

Matematyka zna wiele odwzorowan bedacych bijeckja. Wszystkie mozna z ta-
twoscig wykorzysta¢ do stwierdzania réwnolicznosci zbioréw. Réwnolicznosé
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zbioréw w sposob naturalny wprowadza relacje réwnolicznosci. Zbior X jest
w relacji rownolczinosci ze zbiorem Y, co zapisujemy X ~ Y, jezeli zbiory X
1Y sg réwnoliczne. Relacja rownolicznodci jest relacja rownowaznoéci. Posia-
da zatem wtasnosci: zwrotnosci (zbidr X jest réwnoliczny ze samym soba, co
zapisujemy X ~ X)), symetrii (jezeli zbiér X jest réwnoliczny ze zbiorem Y,
to zbiér Y jest réwnoliczny ze zbiorem X, co zapisujemy X ~Y =Y ~ X),
przechodniodci (jezeli zbior X jest rownoliczny ze zbiorem Y i zbiér Y jest
rownoliczny ze zbiorem Z, to zbiér X jest rownoliczny ze zbiorem Z, co za-
pisujemy (X ~Y)A (Y ~ 2) = X ~ 7).

W przypadku zbioréw skonczonych czesé wlasciwa zbioru posiada mniejsza
liczbe elementéw niz zbior wyjsciowy. Okazuje sig, ze dla zbioréw nieskon-
czonych zbiér moze by¢ rownoliczny ze swoim podzbiorem. W dalszych roz-
wazaniach czesto korzysta¢ bedziemy z twierdzenia Cantora-Bernsteina.

Twierdzenie 2 (Cantora-Bernsteina) Jesli zbior X jest rownoliczny z
pewnym podzbiorem zbioru Y oraz zbior Y jest rownoliczny z pewnym pod-
zbiorem zbioru X, to zbiory X i Y sq rownoliczne.

Twierdzenie 2 mozna zapisa¢ za pomocg wzoru:

(IXI<Y]) A (Y] < IX]) = [X] = Y]

gdzie | X| < |Y| oznacza, ze zbiér X jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem
zbioru Y.

Liczby naturalne i kwadraty liczb naturalnych

Rozwazmy zbiér liczb naturalnych oraz zbiér liczb kwadratowych (kwadratow
liczb naturalnych).

SR R

1 < +> 1

2 « +> 4

3 < +> 9

4 + 16

5 < + 25

n < + n?
-/ — J
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Rysunek jasno przedstawia, ze do kazdej liczby naturalnej n istnieje para
n? w zbiorze kwadratéw liczb naturalnych. Podobnie dla kazdej liczby kwa-
dratowej m istnieje para \/m w zbiorze liczb naturalnych. Zatem zbiér liczb
naturalnych jest réwnoliczny ze zbiorem kwadratéw liczb naturalnych, pomi-
mo faktu, ze kwadraty liczb naturalnych sg czescig zbioru liczb naturalnych.
Dos¢ zaskakujacy wniosek

Odcinki o ré6znych dtugosciach
Niech beda dane dwa odcinki o réznych dtugosciach. Naturalnie jeden z nich

musi by¢ krétszy.

Konstruujemy tréjkat prostokatny gdzie przyprostokatne to dwa analizowane
odcinki. Ustalamy punkt na jednym z odcinkéw. Prowadzac przezen prosta
rownolegly do przeciwprostokatnej trojkata na drugim odcinku wyznaczamy
par¢ w miejscu przeciecia si¢ prostej z drugim odcinkiem. Tym samym kazdy
punkt z odcinka pierwszego posiada doktadnie jedng pare na odcinku drugim
oraz kazdy punkt z odcinku drugiego posiada doktadnie jedng pare na odcin-
ku pierwszym. Wniosek - dowolne odcinki o skonczonych dtugosciach sa zbio-
rami rownolicznymi. Odpowiednie przeksztalcenie odcinka (np. nawiniecie na
walec i sklejenie) moze doprowadzi¢ do powstania figury geometrycznej (np.
okregu). Nietrudno o kolejny wniosek, ze odcinek jest réwnoliczny ze zbiorem
punktéw na okregu. Dodatkowo kazdy odcinek domkniety zawiera w sobie
odcinek otwarty (bez dwoch kranicowych punktéw), a kazdy odcinek otwarty
zawiera w sobie odcinek domkniety. Zatem na mocy twierdzenia Cantora-
Bernsteina odcinek otwarty jest réwnoliczny z odcinkiem domknietym.

Prosta nieskonczona i odcinek o skonczonej dlugosci
Wspomnielidmy, ze skonczony odcinek jest réwnoliczny ze zbiorem punktow
na okregu. Rozwazmy prosta nieskonczong oraz odcinek skonczony (utozsa-

miony z okregiem).
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Niech prosta nieskoniczona bedzie styczng do okregu. Przez $rodek okregu i
punkt stycznosci prowadzimy prosta, ktora przetnie okrag w dwoch punk-
tach: w punkcie stycznosci oraz w punkcie oznaczonym na rysunku literg
P. Ustalamy dowolny punkt na prostej nieskonczonej. Prosta poprowadzona
przez ten punkt oraz punkt P przetnie okrag w dwoch punktach: w punkcie
P oraz w punkcie, ktéry wyznaczy pare na okregu dla ustalonego punktu
na prostej. Odwzorowanie jest wzajemnie jednoznacznej (odwracalne) jezeli
z okregu usuniemy punkt P (uczynimy go odcinkiem otwartym). Mozemy
mianowicie procedure wykonaé zaczynajac od ustalenia punktu na okregu.
Wnhiosek: zbiér punktéw na prostej nieskoriczonej jest rownoliczny ze zbio-
rem punktéw na okregu bez jednego punktu, a tym samym jest rownoliczny
ze skonczonym odcinkiem (otwartym lub domknietym)! Kolejne zaskakujace
stwierdzenie. Powyzsze przeksztatcenie, nazywane rzutem stereograficznym,
przedstawilismy w sekcji 4.3.3 niniejszego tekstu. W ogélnym przypadku od-
wzorowanie stereograficzne przeksztatca sfere na plaszczyzne.

lloczyny kartezjanskie

Rozwazmy plaszczyzne nieograniczona podzielona na kwadraty np. o dtugo-
Sci boku 1. Wybieramy dowolny kwadrat jako punkt startowy przydzielajac
mu numer 1. Kolejnym kwadratom przydzielamy numery zgodnie z reguta
spiralng jak na zataczonym nizej obrazku. W ten sposéb cata ptaszczyzna
wypelnia si¢ numerami dajac uzasadnienie dla stwierdzenia, ze réwnoliczne
sg zbiory liczb naturalnych oraz kwadratéw na tak podzielonej ptaszczyznie.
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117 16| 15| 14| 13

. 185 [ 4| 31|12
1 1 1
|1|2|3|a|s|e|7].. =) . laofie|1] 2}
12017 | 8 9 |19
I
121 | 22

Ptaszczyzne mozna ograniczy¢ dwiema prostymi do ,¢wiartki”. Tym razem
jako kwadrat startowy z numerem 1 obieramy ten, ktory styka sie z obiema
ograniczajacymi prostymi. Numerowanie pozostatych kwadratéw przeprowa-
dzamy zgodnie z zasada przekgtniowq, co zostato pokazane na ponizszym ry-
sunku. Calo$¢ ograniczonej do ¢wiartki ptaszcezyzny wypelnia sie numerami
uzasadniajgc wniosek, ze réwnoliczne sg zbiory liczb naturalnych i kwadratow
na tak podzielonej ¢wierci ptaszczyzny.

|1|2|3|4|5|6|7|... :>

7 wtasnosci przechodniosci relacji rownolicznosci tatwo stwierdzamy, ze zbior

kwadratow na nieograniczonej ptaszczyznie jest rownoliczny ze zbiorem kwa-
. 1

dratow na § ptaszczyzny.

Zbioér liczb naturalnych i zbiér liczb wymiernych
Liczby wymierne dodatnie uzyskujemy jako wyniki ilorazow * dowolnych
dwoch liczb naturalnych m i n. Przyktadowo i, %, % = 3%. Zwracamy uwa-

ge, ze kazda liczbe wymierng mozemy powyzsza metoda uzyskaé na wiele

sposobow. Przyktadowo % = % = g =...= 3% Piszac ogolnie ™ = ]Z—’g, k=
1,2,3, ... natychmiast pokazujemy, ze wspomniana liczba sposobow otrzy-

mania liczby wymiernej jest w istocie nieskonczona. Nizej zataczony obrazek
prezentuje wpisanie liczb wymiernych w ograniczona do ¢wiartki ptaszczy-
zne podzielng kwadratami o boku 1. Osie pionowa i poziom reprezentuja
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niezalezne zbiory liczb naturalnych. W ten sposob kazdy kwadrat moze by¢
utozsamiony z para liczb naturalnych, a zatem i z liczbg wymierng. W takim
przypisaniu pojawia sie oczywiscie nieskonczenie wiele ,duplikatéw” liczb
wymiernych, czego dobrym przyktadem jest wartos¢ 1 na catej dtugosci dia-
gonali (przekatnej).

7\ 272 72/2 72/3 7/4 72/5 7/6 777
6| 6/1  6/2 6/3  6/4 6/5 6/6 6/7
5| 5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7
4| 471 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 4/7
3| 372 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7

2| 2/12/2 2/3 2/4 2/5 2/6 2/7

1l 174 172 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

Liczby wymierne zawieraja jako podzbior liczby naturalne. Podobnie licz-
by wymierne reprezentowane przez tak podzielng ¢wieréplaszezyzne, co jest
tatwe do spostrzezenia w pierwszej kolumnie kwadratow. Zatem moc zbio-
ru liczb wymiernych wraz z ,duplikatami” nie moze by¢ mniejsza od mocy
zbioru liczb naturalnych, podobnie jak moc zbioru liczb wymiernych czyli po
usunieciu ,duplikatéow”. Jednak na podstawie wynikow z poprzednich rozwa-
zan wiemy, ze w tak przygotowanej plaszczyznie kwadratéw jest doktadnie
tyle samo co liczb naturalnych. Czyli po usunieciu duplikatéw otrzymamy
zbior liczb wymiernych rownoliczny z czescia zbioru liczb naturalnych. Na
mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina stwierdzamy, ze liczb wymiernych jest
doktadnie tyle samo co liczb naturalnych. Ponownie ciekawe spostrzezenie!

Odcinek i kwadrat

Dowodzac réwnolicznosci punktéw odcinka i kwadratu pokazujemy, ze kwa-
drat posiada nie wiecej punktéw niz odcinek, czyli kwadrat jest rownoliczny z
pewnym podzbiorem odcinka. Dalej na podstawie spostrzezenia, ze kwadrat
jako podzbiér zawiera odcinek stwierdzamy, ze odcinek jest rownoliczny z
pewnym podzbiorem kwadratu. Twierdzenie Cantora-Bernsteina ostatecznie
rozstrzyga problem - réwnoliczne sg zbiory punktéw w kwadracie i na odcin-

ku.
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Pomijajac szczegdly techniczne (reprezentacje analityczna) przedstawimy dwie
krzywe, ktore w sposob ciagly odwzorowuja odcinek na kwadrat. Odwzorowa-
nia te nie musza by¢ réznowartosciowe, najwazniejsze, ze sg ,,na”, co oznacza,
ze kazdy punkt na kwadracie ma co najmniej jedng pare w odcinku.

Krzywa Peano - w 1890 roku Giuseppe Peano®® odkryt krzywa, ktéra w spo-
sob ciagty przeksztatca odcinek na kwadrat. Wynik ten wprowadzit zamet w
rozumieniu 6wczesnego pojecia wymiaru. Krzywa, utozsamiana z odcinkiem
jest jednowymiarowa, kwadrat z cata pewnoscia jest powierzchnig dwuwy-
miarowa. Krzywa Peano otrzymuje si¢ jako granice ciggu krzywych, ktorych
konstrukcja przebiega jak na zalaczonym nizej obrazku (3 pierwsze kroki).
W granicy krzywa Peano jest nieskonczenie dtuga, jednak daje sie rozwinac
do prostej nieskonczonej, rownolicznej z odcinkiem.

i

Krzywa Hilberta - w 1891 roku David Hilbert przedstawit kolejng krzy-
wa przeksztalcajaca w sposob ciagly odcinek na kwadrat. Ponownie krzywsa
Hilberta otrzymujemy jako granice ciggu krzywych. Pierwszych 6 krokéw
przedstawia ponizszy rysunek. Jako ciekawostke podajemy, ze dtugos¢ krzy-
wej w n-tym kroku wynosi 2" — % Szybko zauwazmy, ze podobnie do krzywej
Peano krzywa Hilberta rowniez jest nieskonczonej dtugosci.

36Giuseppe Peano - (1858 - 1932) wloski matematyk i logik. Opracowal stosowana
powszechnie aksjomatyke arytmetyki liczb naturalnych (tzw. aksjomaty Peano). Peano
byl réowniez twérca miedzynarodowego sztucznego jezyka Latina sine flexione, bedacego
uproszczong forma laciny (Zrédlo http://pl.wikipedia.org/).
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Odcinek jest rownoliczny z prosta nieskonczong, kwadrat jest rownoliczny z
plaszczyzng nieograniczona, z przechodniodci relacji jasno wynika, ze odcinek
musi by¢ réwnoliczny z caty ptaszczyzna. Powyzsza intuicje mozna rozszerzy¢
na wieksza liczbe wymiarow.

4.4.2 Istnieja rézne nieskonczonosci

W sekeji 4.4.1 zapoznaliSmy sie z pojeciem réwnolicznosci. Wskazalismy, ze
zbiory nieskonczone posiadaja wlasnos¢ réwnolicznosci ze swojg czescig, co
wydato si¢ by¢ niepokojace. Cho¢ przyktadowo pozornie mamy jednych ele-
mentow dwa razy wiecej niz drugich, to oba zbiory sg w istocie nieskonczone.
Czy mozna méwic o tym, ze ktéras nieskonczonosé jest wieksza? Odpowiedz
brzmi nie o ile wykazemy, ze odpowiednie zbiory sg rownoliczne. Okazuje sie
bowiem, ze istnieja rdézne typy nieskonczonosci, co przejawia si¢ istnieniem
zbioréw nieskonczonych, ktore nie sag w relacji réwnolicznosci. Do takiego
wniosku doszedt Georg Cantor udowadniajac ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3 (Cantora) Moc kazdego zbioru A jest mniejsza od mocy
zbioru 24 jego podzbioréw.

Twierdzenie 3 mozna zapisa¢ jako nieré6wnosé

4] < |24]
Konsekwencje twierdzenia Cantora sa bardzo istotne. Rozwazmy dowolny
zbiér A o nieskonczonej liczbie elementow. Na mocy V aksjomatu teorii
mnogosci istnieje zbior zawierajacy wszystkie jego podzbiory, tzn. zbioér po-
tegowy 24. Twierdzenie Cantora jednoznacznie orzeka, ze posiada on wiecej
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elementow niz zbioér wyjsciowy, czyli wyznacza ,nowa’ wiekszg nieskonczo-

nosé. Zbiér 24 jest réwniez zbiorem, wiec ponownie na mocy V aksjomatu

. . . . . . T . . . , A

i twierdzenia Cantora istnieje bardziej liczny zbiér jego podzbioréw 22°. W

ten oto sposoéb wyznaczamy kolejne coraz to wicksze typy nieskonczonosci.
A

22

A
2
22

\A[<‘2A‘< < <.

Nie istnieje nieskonczonos¢ ,najwieksza”, ale najmniejsza juz tak. Jest nig
nieskorniczonos¢ zbioru liczb naturalnych.

Liczba kardynalna N,

Najmniejsza nieskoficzona liczba kardynalna jest liczba kardynalna Ry (alef3”
zero) odpowiadajaca mocy zbioru liczb naturalnych. O liczbie Rg méwimy,
ze jest to pierwsza mieskonczona liczba kardynalna. Zbiér A réwnoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych jest rowniez mocy Ny, co zapisujemy

‘A| =Ny

Takie zbiory nazywamy przeliczalnymi. Sa to zbiory, ktorych elementy moze-
my ponumerowaé¢ wilasnie liczbami naturalnymi (lub méwiac inaczej usta-
wi¢ w ciag). Przyktadowe zbiory przeliczalne to zbiory liczb naturalnych
(IN] = Rg), liczb catkowitych (|Z] = Wy) oraz liczb wymiernych (|Q| = RXg).

Liczba kardynalna ¢

Kazdy zbior A réwnoliczny ze zbiorem R liczb rzeczywistych, nazywamy
zbiorem mocy continuum, co zapisujemy

Al =¢

Jezeli zbior A, ktérego elementami sa liczby rzeczywiste, zawiera przedziat, to
zbiér A jest mocy continuum. Réwniez zbiér punktéw plaszezyzny (lub ogdl-
niej przestrzeni) jest mocy continuum. Podobnie zbior liczb niewymiernych
jest mocy c.

Twierdzenie 4 Zbior liczb rzeczywistych R jest wyzszej mocy niz zbior liczb
naturalnych N, co zapisujemy

N[ < [R]

37Alef - N pierwsza litera alfabetu hebrajskiego i fenickiego, odpowiadajaca liczbie 1
(z’rédlo http://pl.wikipedia. org/) .
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lub
Ny <c¢

Twierdzenie podal jako pierwszy Georg Cantor. Dowdd, ktéry pomijamy,
wykorzystuje rozumowanie przekatniowe®®. Zainteresowanego czytelnika od-
sytamy do literatury [|. Powyzsze twierdzenie moéwi o tym, ze nieskonczonosé
liczb rzeczywistych jest ,wigksza” niz nieskonczonosé liczb naturalnych (w
sensie liczebnosci zbior6w).

4.4.3 Hipoteza continuun

Hipoteza continuum to hipoteza postawiona przez Cantora dotyczaca mocy
zbioréw liczb naturalnych i liczb rzeczywistych. Pojawita si¢ ona zupeknie
naturalnie i jest do$¢ prosto sformutowana. Jak wspomnielismy Cantor wy-
kazal, ze ¢ > N,. Powstalo pytanie czy istnieje zbior A o mocy spelniajacej
warunek

N0<‘A’<C

Moéwiac bardziej obrazowo czy istnieje zbior A nie bedacy w relacji réw-
noliczno$ci ze zbiorami liczb naturalnych i rzeczywistych, ale ktérego czesé
jest rownoliczna ze zbiorem liczb naturalnych oraz ktoéry jest réwnoliczny
z czeScig zbioru liczb rzeczywistych? Problem okazal si¢ by¢ nietrywialny.
Wielu wybitnych matematykéw probowato go rozwiaza¢, przez diugie lata
bez skutku. Kilka faktéw zwiazanych z hipotezg wykazat Wactaw Sierpinski.
Hipoteza continuum znalazta si¢ na pierwszym miejscu listy najwazniejszych
nie rozwigzanych zagadnien, przedstawionej przez Hilberta w 1900 roku na
Kongresie w Paryzu, ktore, jego zdaniem, miaty wytyczy¢ droge matematy-
ki w XX wieku. Problem czesciowo rozwigzano w 1940 roku. Kurt Godel
udowodnit, ze hipoteza continuum jest niesprzeczna z aksjomatami teorii
mnogo$ci. Wynik ten oznaczal, ze nie mozna da¢ odpowiedzi negatywne;j
na pytanie zawarte w tresci hipotezy. Ostateczne rozstrzygniecie podal w
1963 roku Paul Cohen®, dowodzac, ze hipoteza continuum jest niezalezna
od systemu aksjomatéw teorii mnogosci, ze mozna zatozy¢ jej prawdziwosé
lub falszywosc¢ i to bez wptywu na obecne dokonania teorii mnogosci. Rezul-
tat Cohena wstrzasnat $wiatem matematycznym. Cohen rozwiazat problem
pomimo, ze hipotezy nie obalit, ani nie udowodnit... Za to osiggniecie zostat

38Rozumowanie przekatniowe - przyktad rozumowania w dowodzie nie wprost.

39Kurt Godel - (1906 - 1978) austriacki logik i matematyk; autor waznych twierdzen z
zakresu logiki matematycznej (%rédlo http://pl.wikipedia.org/).

40Paul Cohen - (1934 - 2007) wybitny matematyk amerykanski, laureat medalu Fieldsa
w 1966 roku (2r(’)d10 http://pl.wikipedia.org/).
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uhonorowany w 1966 roku medalem Fieldsa - najbardziej prestizowa nagroda
przyznawana w dziedzinie matematyki.
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